1 Kreuzprodukt
1. daxb=MAaxb)=axAb
2. (a+b)xc=axc+bxcundax (b+c)=axb+axc

axb=-bxa

- W

ax (bxc)={(a,c)b—{a,b)c

5. (axb)xc={a,c)b—(b,c)a

6. (a x b) X (¢ x d) = det(abd)c — det(abc)d
7. {(a x b),c) = det(abe) = {(a, (b X ¢))

2 Lineare Algebra

2.1 Regeln

Esseien: A:mxn, B:nxk, B :nxk C:kxr
1. (A-B)-C=A-(B-0)

2. A-E,=A=E, A

3. (A-B)T =BT . AT

4. B+B'=B'+B

5. A-(B+B')=A-B+A-B
(B+B) C=B-C+B'-C

(Afl)T — (AT)fl
L (A-B)yt=pB"1. .41

2.2 LGS-Umformungen

Zuléssige Umformungen zum Lésen linearer Gleichungssysteme:
o Zeile mit Konstanten A # 0 multiplizieren

e Zu einer Zeile ein Vielfaches einer anderen Zeile addieren

e Zeilen vertauschen

e Spalten vertauschen, gleichzeitig entsprechende Zeilen im Variablenvek-
tor vertauschen

2.3 Determinanten

Einheitsdeterminante det(ej,es...e,) =1
linear in jeder Spalte: det(ay...Aa;...a,) = Adet(ay...a;...ay)
antikommutativ det(ai...a;...q5...a,) = —det(a1...qj...a;...ay,)
Entwicklung nach j-ter Spalte: det(A4) = Y7 a;; - det(A;;)(—1)"

1. det(—A) = (=1)" - det(A), mit n-Spalten (m x n-Matrix)

2. det(2-A) =2" - det(A)

3. det(A) = det(AT)

4. det(A- B) = det(A) - det(B)

5. det(E,) =1

6. det(A~!) = (det(A))~!

7. det(A+B), laesst sich im allg. nicht durch det(A) und det(B) ausdrueken

ap % * *
0 as *

8. det | : |l =a1azan
0 0 ap,-1 =
0 0 0 an,

0 ) _ der(a).
9. det( 0 = det(A) - det(B)

1-3: Invertierbare Matrizen sind zum Koerper homomorph.



2.4 Definitheit

A positiv definit <=

a;n >0 A det (a11 det(4) >0

a21
A negativ definit <=
—A  positiv definit <=

a”) >0 A

a22

a22

a1 <0 AN det (Cl11
a21

a”) >0 A det(4) <0

2.5 Lineare Abbildungen und Eigenwerte

Zur berechnung der Eigenwerte einer n x n-Matrix betrachtet man (mit einer
Variablen \ das charakteristische Polynom von A

Xa(A) :=det(A — \E)
A ist Eigenwert von A < det(A — AE) =0

Zur berechnung von A™ wird eine Matrix B aus den Eigenvektoren gebildet
und ihre Inverse B~!. Dann folgt:

B 'AB=:D= A=BDB™!
= A" = (BDB™ )" =BD"B™!

3 Ungleichungen

l+nz<(l+z)"firz>-1,neN
lab| < 1(a* 4 b?) a,b€R

Vo€ RYb€E RTfIne N:n-b>a

Bernoullische Ungleichung:
Binomische Ungleichung:

Archimedisches Prinzip:

4 'Trigonometrisches

deg | rad || sin | cos | tan
0° 0 0 1 0
o 1 1 V3 V3
30 VTl g | 3| 5
45° %71‘ g @ 1
o || B3| VB
90° | 37 || 1 | 0 | +o0
180° | = 0 | -1 0
. tanx
sing = ————
V1 +tan?z
sing =4/1(1—cosa)
cos % =4/1(1+cosa)
tan & sin av
ang =———
2 1+cosa

sin3a = 3sina — 4sin’® o

cos3a = 4cos® a — 3cosa
3tan o — tan® «
tanda = ————5—
1 —3tan® «
sin(a & ) = sin acos B + cos asin 8
tan o & tan
tan(a £ ) = p

 1Ftanatanf

Dreiecksungleichung;:

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

la+b] < |a| + [b]

e=cosx +isinz

sin(z)= 5 (e — e™™7)
cos(z)= (e + ")
sin(z) cos(z)= § sin(2z)
sin®(z)= 1 (1 — cos(2z))
cos?(z)= (1 + cos(2x))
cos?(z) + sin’(a)= 1
1

COST =

V1 +tan?z

sin 2ac = 2 8in v cos &

cos 2a = cos? a — sin? «
2tan o

tan 20 = ————

1 —tan® «

sin4a = 8 cos® asina — 4 cos asin &

cosda = 8cos* o — 8cos?ar + 1

4tan o — 4tan® «
1 —6tan®a + tan* o

tan 4o =

cos(a + ) = cosacos B F sin asin 8
cotacot BF1

t(a£06) =
cot(a £ B) cot B + cot a

2% < (n+1)" n? < 2" (n #3)
ap+az+---+ap

n’l’b
on—l < !<2(—)
<nl<2(g

> Yaras---a, fira; >0
n
ar+ax+ - +ap <\/a?+a§+---+a%
n - n

5 Reihen und Folgen

5.1 Konvergenzkriterien

5.1.1 Monotoniekriterium

Jede monoton steigende nach oben beschrankte Folge konvergiert.



5.1.2 Majorantenkriterium

Konvergiert die Majorante (3,2 ;a, mit a, > |c,|) einer Folge (c,), so
konvergiert auch Y |c,| absolut.

5.1.3 Verdichtungslemma von Cauchy

Sei (cy,) eine nicht negative monoton fallende Folge, dann konvergiert die
Reihe Y77 ¢, genau dann wenn die Reihe > 7 (2" - con konvergiert.
5.1.4 Quotientenkriterium

38 < 13N € NVn > N :|cp41] < |cn|- 3 dann konvergiert 07 |¢,| absolut.

dh: lim |2 =3

n—oo  Cp

8 < 1= absolut konvergent
8 =1= 7
8 >1= divergent

5.1.5 Wurzelkriterium
38 < 13N € NVn > N : {/|¢,| < B dann konvergiert Y7 |c,| absolut.

5.1.6 Cauchykriterium

Eine Folge konvergiert wenn Ve > 0 IN. € N Vm,n > N, : |ay, — ap| < €.

Eine Reihe ZZO:O a,, konvergiert genau dann wenn
Ve>03N. e NVm>NNke N: Y g, <«

n=m

5.1.7 Leibnizkriterium

Ist (a,) nicht-negativ und monoton fallend, dann konvergiert die al-

ternierende Reihe Y ° ((—1)"a, genau dann wenn lim (a,) = 0 ist.
n—oo

5.1.8 absolute Konvergenz

Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Der Grenzwert einer absolut
konvergenten Reihe dndert sich durch Umordnen nicht. Der Grenzwert einer
bedingt konvergenten Reihe kann durch Umordnung beliebig eingestellt wer-
den.

5.1.9 Grenzwertsatz von Cauchy

5.2 Einige Grenzwerte

lim ¢a = 1

lim ¢Yn = 1
lim Vn! = 1
1. 1
lim —¥nl = =
n—oo 1 (&
x
lim (14+—)" = ¢€*
) = e
lim sin(a - n) o
n—0 n
a” —1
A T
In(1
T L ) R
n—0 n
5.3 Wichtige Reihen
5.3.1 Geometrische Reihe
= n 2 3 1
> =l4z+a”+2°+-- =—,
1—-=z
n=0
5.3.2 Endliche geometrische Reihe
k
1— k+1
= 1—=z

n
. . a
lim a, =0 = lim E Z_0
nee k=1 n

7

fuer |z| <1

fuer |z| # 1



5.3.3 Harmonische Reihe

1 1
— =14+—=—4 =4 konvergent <= = > 1

ne A

5.3.4 Weitere Reihen

k
Z n— k(k2+1)

z’“: o _ k(R 1)(2k+ 1)

n=0 6
k K2 (k4 1)2
> o =
4
n=0

5.4 Taylorreihen allg. und speziell

oo (k) & "
Ty(x) = Z ! k!(p) (z —p)* et = Z ol
k=0 n=0
sin(x) = Z(—l)kLH‘ cos(r) = Z(_ )" x%'
~ (2k +1)! = (2k)
arctan(z) = io:(—l)’C 2t log(z +1) = i(—l)k o
~ 2k +1 = k+1

5.5 Konvergenzradius K bei Potenzreihen

Siehe auch Konvergenzkriterien

1
— = lim ¥/|an] = lim /|an] = lim |22
K n— o0 n— oo n— oo a

n

6 Differentiation

6.1 allgemeine Regeln

(f(2) +g(2)) = f'(z) + ¢'(2) (f(g(x))) = f'(g(z)) - ¢'(x)
"= f(x) - g(x )¢ (x —137’:;
_ L

(f(x)>' (z)g(z) — f(x)g' ()
(9(x))?

6.2 Ausgewihlte Ableitungen

/ f!
< az®!
a+1
T «
a+1 Z
Inz 1
xT
zlnz —z Inx
sinx cosx
cosT —sinx
1 2
tan x 5 = 1+ tan“z
cos? x
1
—cotx = — — =1+cot’z
tanx sin“ x
. 1
arcsinx
V1—22
1
arccos x —
V1 — 22
‘ 1
arctan
1422
T a
arctan — 5 5
a a® +x



7 Integration 3. Divergenz: div(F(Z)) =V - F(&) = % + %—J; + %
4. Rotation: rot(F(Z)) = V x F(&)
5. Laplace-Operator: Af(Z) =V - Vf(Z) = div(grad(f(£))) = fex + fyy + [22

7.1 Substitution

a(b) 6. Rechenregeln fuer V auf Seite 245 (in ISBN 3-510-67505-1).
/ F(g())g'(2)de = / F)dy = [Flg())]: , o o
8.3 Kurvendiskusssion im Mehrdimensionalen
/f(u(l' —dl‘ = /f ) +C = F( ( )) +C 1. Stationaere Stellen bestimmen: grad(f(z,y)) = 0 loesen.
2. Im 2 dim. Hessematrix bilden: H(z,y) = (j}m ;Iy)
Universalsubstitution fiir trigonometrische Funktionen: yo Sy
3. Stationaere Stellen in Hy(S(x,y)) einsetzen und Definitheit bestimen.
t — tan x dz — 2dt sing — 2t coST — 1-# 4. (1) Hy positiv (negativ) definit = S lokale Minimum-(Maximum-)Stelle
- 2 142 1 g2 T2 (2) Hy indefinit = S Sattelpunkt.
7.2 Partielle Integration 9 Sonstiges
b b 9.1 Quadratische Gleichungen
/ f(z)- [F(x) - b _ / F(x)-d )
zc+pr+q=0

2
g
8 Mehrdimensionales Differenzieren 9.2 Kubische Gleichungen

23 +az’ +br+c=0 S z3+pz+q

8.1 Allgemeines

1 fi(z1,z2...2n) ofi 9N = \/__+\/ \/___\/

z2 fa(z1, 2. .. Tn) 91 D
fro= - =f(x)  f'(=) : : 9.3 Umformung einer Funktion in Matrixschreibweise
a:~” Im(z1, w.g . Tp) %[T-T o gQZ
flz,y,2) = a-224+b-y?>4+c-22+2d-ay+2e-2z+2f -yz+g-a+h-y+i-z+1
Differenzierbar wenn: S e
fle+h) = f(x)+ f'(2) - h+(h) mit H;H\Iio ”“ﬁgh)” =0 R (3 g ;) (z) o (Z) N
e c z e

8.2 Vektorfelder im R*: Divergenz und Rotation
1. Gradient: grad(f(Z)) = (fz, fy, f2)

9
%
2. Nabla-Operator: V = @
9z



