1 Kreuzprodukt
1. daxb=MAaxb)=axAb
2. (a+b)xc=axc+bxcundax (b+c)=axb+axc

axb=-bxa

- W

ax (bxc)={(a,c)b—{a,b)c

5. (axb)xc={a,c)b—(b,c)a

6. (a x b) X (¢ x d) = det(abd)c — det(abc)d
7. {(a x b),c) = det(abe) = {(a, (b X ¢))

2 Lineare Algebra
2.1 Regeln

Esseien: A:mxn, B:nxk, B :nxk, C:kxr
1. (A-B)-C=A-(B-0)

2. A-E,=A=E, A

3. (A-B)T =BT . AT

4. B+B'=B'+B

5. A-(B+B')=A-B+A-B
(B+B) C=B-C+B'-C

(Afl)T — (AT)fl
L (A-B)yl=pB"1. .41

2.2 LGS-Umformungen

Zuldssige Umformungen zum Losen linearer Gleichungssysteme:
o Zeile mit Konstanten A # 0 multiplizieren

e Zu einer Zeile ein Vielfaches einer anderen Zeile addieren

e Zeilen vertauschen

e Spalten vertauschen, gleichzeitig entsprechende Zeilen im Variablenvek-
tor vertauschen

2.3 Determinanten

Einheitsdeterminante det(ej,es...e,) =1
linear in jeder Spalte: det(ay ... Aa;...a,) = Adet(ay...a;...ay,)
antikommutativ det(ai...a;...q5...a,) = —det(a1...qj...a;...a,)
Entwicklung nach j-ter Spalte: det(A4) = Y7 a;; - det(A;;)(—1)""

1. det(—A) = (=1)" - det(A), mit n-Spalten (m x n-Matrix)

2. det(2- A) = 2" - det(A)

3. det(A) = det(AT)

4. det(A- B) = det(A) - det(B)

5. det(E,) =1

6. det(A~!) = (det(A))~!

7. det(A+DB), laesst sich im allg. nicht durch det(A) und det(B) ausdrueken

ap % * *
0 as *

8. det | : |l =a1azan
0 0 ap-1 =
0 0 0 an,

0 ) _ der(a).
9. det( 0 = det(A) - det(B)

1-3: Invertierbare Matrizen sind zum Koerper homomorph.



2.4 Definitheit

A positiv definit <~

4 'Trigonometrisches

deg | rad || sin | cos | tan €= cos T +isinz
an >0 A det (a“ ‘“2) >0 A det(4) >0 o> oo 10 sin(a)= g; (™ —e™)
a1 022 30° L 1 V3 | 3 cos(r)= L (e 4 e7i)
A negativ definit <= —A positiv definit <= 6 2 3 3 T2
45° 1 V2 | 2 1 sin(x) cos(x)= % sin(2z
air <0 A det (“” a”) >0 A det(4) <0 amo|l ] e (@) cos(e)= 5 sin(2z)
dz1  a22 60° %W @ % V3 st(x): %(1 — cos(2x))
o 1 2 _ 1
2.5 Lineare Abbildungen, Eigenwerte, Inverse 07 pgm | 1) 0} £ cos”(2)= 5(1 + cos(2))
o _ 2 2 _
Zur berechnung der Eigenwerte einer n x n-Matrix betrachtet man (mit einer 180 i 0 1 0 cos”(x) +sin”(a)=1
Variablen A das charakteristische Polynom von A
XA(A) :=det(A — AE), X ist Eigenwert von A < det(A — AE) =0 sing — tan z oS T — 1

Zur berechnung von A™ wird eine Matrix B aus den Eigenvektoren gebildet
und ihre Inverse B~!. Dann folgt: sin % =

B 'AB=D= A=BDB™' = A"=(BDB Y"=BD"B™!

cos § =
2
Die Inverse einer Matrix ldsst sich iiber ihre Adjungiuerte adj(A;;) = A;; wie
folgt berechnen: tan § =
-1 _ 1 . .
AT = T adil4) sin 3«
. cos 3
3 Ungleichungen
tan 3a =
Bernoullische Ungleichung: 14 nz < (14 z)™ firz > -1,n € N
Binomische Ungleichung: |ab| < %(a2 +b?) a,beR sin(a + )
Archimedisches Prinzip: Va ¢ RV € RTIneN:n-b>a tan(a £ ) =

la+b] < |a] + [b]

n’l’b
on—l < !<2(—)
<nl<2(5

Dreiecksungleichung;:

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
2% < (n+1)" n? < 2" (n #3)

a1+a2+.“+a">,"/aa a
2> Yaraz---ap

fiir a; >0

n Sinussatz:
a1t ay+-Fan| _ \/a%—l—a%—i—---—ka% Cosinussatz:
n N n Tangenssatz:

V1 + tan?z

~ 1Ftanatan

3(1 —cosa)

3(1 + cosa)

sin o

T —— tan 2a
1+ cosa
=3sina — 4sin® a sin 4o
=4cos® o — 3cosa cosda
3tan o — tan® a
= tan 4o
1 —3tan® «
=sinacosf £ cosasinf cos(a =+ f)
tan o £ tan
b cot(a &+ )

4.1 Trigonometrie am allg. Dreieck

sina _ sinf _ siny

a ~ b T ¢
a2 =b%+c%—2bc-cosa
atb — gan 248 . aretan 28
a—b 2 2

cos 2a0 = cos

V1 +tan?z

sin 2 = 2 sin o cos &

2 2

o — sin” «

2tan «

1 — tan? «

= 8cos® asina — 4 cos asin a

=8cos*a—8cos2a +1
_ 4tana — 4tand o
T 1-—6tan?a + tanta

= cosacos 3 Fsinasin 3
cotacot fF 1
cot B & cot o



5 Reihen und Folgen

5.1 Konvergenzkriterien
5.1.1 Monotoniekriterium

Jede monoton steigende nach oben beschrénkte Folge konvergiert.

5.1.2 Majorantenkriterium

Konvergiert die Majorante (>~ a, mit a, > |¢,|) einer Folge (¢,), so
konvergiert auch Y7 ;|c,| absolut.

5.1.3 Verdichtungslemma von Cauchy

Sei (¢p) eine nicht negative monoton fallende Folge, dann konvergiert die
Reihe >°° ¢, genau dann wenn die Reihe Y7 (2" - ¢on konvergiert.
5.1.4 Quotientenkriterium

38 < 13N € NVn > N : [epq1] < |en| - B dann konvergiert Y7 |c,| absolut.

dh: lim |2 =3
C

g <1=
6 =1= 7
8 >1= divergent

absolut konvergent

5.1.5 Waurzelkriterium
38 < 13N € NV¥n > N : {/|¢,,| < B dann konvergiert > ° |c,| absolut.

5.1.6 Cauchykriterium

Eine Folge konvergiert wenn Ve > 0 IN. e NVm,n > N, : |ay — ap| < €.
Eine Reihe Y >°  a,, konvergiert genau dann wenn

Ve >03N. e NVm > NVkeN: Y ™" Hh g <e

n=m

5.1.7 Leibnizkriterium

Ist (ay,) nicht-negativ und monoton fallend, dann konvergiert die alternieren-
de Reihe >°7° ((—1)"a, genau dann wenn lim (a,) = 0 ist.
n—oo

5.1.8 absolute Konvergenz

Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Der Grenzwert einer absolut
konvergenten Reihe dndert sich durch Umordnen nicht. Der Grenzwert ei-
ner bedingt konvergenten Reihe kann durch Umordnung beliebig eingestellt
werden.

5.1.9 Grenzwertsatz von Cauchy

lim a, =0 = limZ%:O
n— oo n

n— 00
k=1

5.2 Grenzwerte
lim ¢a = 1
lim ¢Yn = 1
lim ¥n! = 1
n 1
lim —vVn! = -
n—oo N e
1 1+)" = €7
At = e
! sin(a - n) o
n—0 n
Coa”—1
A T
T e )
n—0 n
lim /% = 1
t x i
lim (1+-)* = e
n—oo €T
lim — = 0
n—oo M



5.2.1 Die L’Hospital-Regel

Falls f(z) und g(z) differenzierbar und g(z) oder g(z)" ungleich null sind,

dann ist:

f@) S

lim —=
w—a g(z) a—a g(x)’
5.3 Wichtige Reihen
Geometrische Reihe: Y7 2™ = -, fiir |z < 1
Endl. geom. Reihe: ZZ:O " = 1_1fk:1, fiir |z| #1
Harmonische Reihe: 3> L. konvergent <= x > 1
5.3.1 Weitere Reihen
o KD FDEEED e R
R

5.4 Taylorreihen allg. und speziell

9 =3 L zﬁ

n=0 n!
p2k+1 oo
sin(x) Z(fl k(2k )1 cos(z Z
k=0 k=0
o0 . 22 o0
arctan(x) ,;J( 1) ST log(x kZ:O k 1

5.5 Konvergenzradius K bei Potenzreihen

Siehe auch Konvergenzkriterien

1
— = lim ¥/|an| = lim V/|an] = lim |22
K n— o0 n—oo n—oo an

6 Differentiation

6.1 Allgemeine Regeln

(f(2) +9(2)) = f'(x) + 4 (2)
(f(z) - g(2))" = f'(2) - g(x) + f(z) - g'(x) (f7(2)) =

(f(x)>’ _ f'(@)g(z) — f(2)g'(z)
g9(z)

-
=4 =))

6.2 Ausgewihlte Ableitungen

f f!
z¢ ax® !
a+1
T a
a+1 €
ea:r aeaw
a® aIlna
1
loga|x| Zlna
zlnz —z Inx
sinx cosx
cosT —sinx
_ 2
tan x 3 1+ tan“z
cos
1
—cotx = — — =1+cot’z
tanx sin“ x
. 1
arcsinx —_—
V1—22
1
arccos x _
V1 — 22
1
arctan
1422
T a
arctan — 5 5
a a® +x

(flg9(@))" = f'(9(x)) - g'(x)



7 Integration
b
/f@ﬂwﬂﬂ@ﬁ=ﬂw—ﬂ®

7.1 Substitution

/ flg z)dz = /gj:b) fly)dy = [F(g())],
/fwu e = [ fu

Universalsubstitution fiir trigonometrische Funktionen:

T 2dt . 2t
t = tan — dx = sinz =
2 142 1+ t2

COST =

7.2 Partielle Integration

b b
/fMgmm=mmmm%/memm

8 Mehrdimensionales Differenzieren

8.1 Allgemeines

1 fi(z1,22.. . Tn) of1
o fo(z1,z2. .. 2n) dx1
frw= = =f(x) [ :
: 9fm
Tn fm(z1,22...20) 1

Differenzierbar wenn:

. it lim eI _
f@) + f(@)-h+e(h) mit lim T

flx+h)=

(u) + C = F(u(z)) +C

1—¢2
14 ¢2

8.2 Vektorfelder im R*: Divergenz und Rotation
1. Gradient: grad(f(x)) = (fa, fy, fz)
2. Nabla-Operator: V = (8z’ oy 8z>

Divergenz: div(F(x)) = V - F(x) =

Rotation: rot(F(x)) = V x F(x)

Laplace-Operator: Af(x) =V - Vf(z) = div(grad(f(x))) =

Rechenregeln fuer V auf Seite 245 (in ISBN 3-510-67505-1).

of1 | 0fs . Bf
Be T oy + %

fzz +fyy + fzz

S otk W

8.3 Kurvendiskusssion im Mehrdimensionalen

1. Stationaere Stellen bestimmen: grad(f(z,y)) = 0 loesen.

2. Im 2 dim. Hessematrix bilden: Hy(z,y) = <f““ fw)
Jye Sy

3. Stationaere Stellen in H(S(x,y)) einsetzen und Definitheit bestimen.

4. (1) Hy positiv (negativ) definit = S lokale Minimum-(Maximum-)Stelle
(2) Hy indefinit = S Sattelpunkt.

9 Mehrdimensionales Integrieren

9.1 Kurvenintegrale

1. Einer skalaren Funktion: [ fds = f Fw () |[w(t)|dt

mit w(t) = (z,9,2)" , a <t <b, ds=|w(t)|dt = /i%+ 2 + 22dt

- Bogenlénge: L(w) = [ ds

- Momente: M, j, = fw b dm = [ a*p(z,y,2)ds,
fir kK = 1 statische, und k = 2 Trégheitsmomente.
- Gesamtmasse: M = [ pds

- Schwerpunkt: zy = M~' [ xdm, z=L"" [ xds

2. Eines Vektorfeldes: [ v -dx = f(f v(w(t)) - w(t)dt

mit w(t) = (z,9,2)", a <t <b, dx =w(t)dt = (&,1,2)7 dt

= [, v-dx= f; [v1(2)d 4+ v1(y)y + vi(2)2] dt
- Arbeit: A = fw K - dx, mit der Kraft K

- Zirkulation des Feldes v ldngs w: f v -dx
- Fluss des Feldes v durch w: ¢ v -dn, mit dn = (y, —&)”



9.2 Doppelintegrale (b) Die partiellen Ableitungen x,,x, und das Orberflichenelement

do = |x, »| dudv b hnen.
9.2.1 Ebene Normalbereiche O = [xu x x| dudv berechnen

Ist das Oberflichenelement Flidchentreu so gilt: |x, X x,| = 1. Fiir
bl Fubini [ [ in Winkelt doO lten: (x, - x,) =0
I // F@,y) :/ / F@,y)dy | dz P2 / / (¢,y)dz | dy ein Winkeltreues muss gelten: (x, - x,) = 0.
B a 9(z) 9(x) a (c) Eintragen und ebenes Doppelintegral iiber D ausrechnen:

B muss als Normalbereich vom Typ I oder II dargestellt werden, ggf. kann B
durch achsenparrallele Schnitte in Normalbereiche (B = B1U...UB,,) zerlegt I= // f(z(u,v),y(u,v), z(u,v)) [xy X X,| dudv
werden. [ ergibt sich dann durch Addition der Einzelintegrale: I = I1+ ... I,,. D

9.2.2 Ebener Satz von Green und Gauss mit f(z,y,2) =1 fur den Flicheninhalt und f = (2* + y?) fiir das
Tragheitsmoment.
Green: ][ v.-dx = // Ovy _ Ovy dzdy 2. Eines Vektorfeldes (Fluss von v durch 5)
oB B\ Oz dy
Gauss: ]{ v-du = // divv dzdy //VT-dOzz//(VT-n)dO:// vT . (x, x x,)dudv
dB B s s D
9.2.3 Die Transformationsformel fiir ebene regulire Bereiche mit n = ﬁxu X Xy
_ A(z,y)
f(z,y)drdy = f(x(u,v),y(u,v)) dudv 9.2.5 Der Satz von Stokes
S D a(uv ’U)

(z,y)
O(u,v)

T qv — T a0 — T
— det (xu(u,v) xv(u,v)> (Jakobi-Determinante) jgsx dv //S(rotv n)" dO //D(rotv) (x4 X X)) dudo

Yu(u,v)  Yo(u,v)

mit ‘

Geeignet fiir Koordinatentransformation von kartesischen Koordinaten nach ¢ g Volumenintegrale, Dreifachintegrale
z.B. affinen-, polar- oder elliptischen Koordinaten. ’

9.3.1 Parametrisierung
Sonderfall Polarkoordinaten:

//Sf(x,y)dxdyZ//Df(rcosgo,rsinga)rdrdga ///Vf(m,y,z)dv

Das #ussere Integral hat stehts feste Grenzen! Dreifachintegrale lassen sich
als Produkt dreier Einfachintegrale darstellen, es gelten folgende Koordina-

9.2.4 (Ober-)Flichenintegrale im Raum tentransformationen fiir die Parametrisierung:

1. Ei kal Funktion:
HHET Skasaten FURkton 1. Kartesische Koordinaten: dV = dz dy dz

I = // de a<z< ba yl(x) S Yy S yZ(Z)a Zl(xvy) <z § Z?(Zvy)
s 2. Zylinder-Koordinaten: dV = r dr dy dz
(a) Parameterdarstellung und Parameterbereich angeben. x=rcosp, y=rsinp, z=zfir0<r, 0<p <27



3. Kugel-Koordinaten: dV = r?sin ¢ dr d¢ dy
x=rsingcosy, y =rsingsinp, z =rcosp
fir0<r, 0<o¢p<m 0< <27

4. allgemeine Koordinaten:
av = ’M du dv dw

I(u,v,w)

9.3.2 Der Divergenzsatz von Gauss

///BdivvdV://aB(v-n)dO

10 Gewohnliche Differentialgleichungen

10.1 Exakte Differentialgleichungen

Haben die Form: A(x, y)+B(z,y)y’ = 0. Zuerst muss die Exaktheit iiberpriift
werden:

0A 0B

oy Oz
Dann wird iiber den Ansatz U, = A und U, = B eine Stammfunktion (siehe
11.5) bestimmt:

Uz,y) = /A(x,y) dz 4+ c(y) oder: U(z,y) = /B(m,y) dy + c(x)

Die allgemeine implizite Losung ist U(z,y) = const. Die implizite Losung
U(z,y) = U(xo, yo) (Def.-Bereich bestimmen und wenn méglich auflésen nach
y)-

10.1.1 Euler-Multiplikator

Falls eine DGL der Form A(z,y) + B(x,y)y’ = 0 nicht exakt ist (A, # A;)
so kann dennoch mittels eines integrierenden Faktors M (z,y) = m(u(x,y))
eine exakte DGL erzeugt werden die genau dieselben Losungen besitzt wie
die urspriingliche DGL:

M(x,y)A(z,y) + M(x,y)B(z,y)y =0

M(x,y) kann tiber Standartanétze fiir u(x,y) ermittelt werden:

u(z,y) | f(w,y) | ulz,y) | H(z,y) || ulz,y) | H(z,y)

y x y e 2., .2 y x
* B THY N g a || TNV | 2B —ya)
Ay, — B, Ay, — B, 5 o A, — B,
Y ~A TV T Bra | YTV | 2@B 1 yA4)
Falls H(z,y) := B‘zz%ﬁzu = h(u(z,y)) wurde der richtige Ansatz gewihlt.

Nun kann m(u) = el Mwdu herechnet und die nun exacte DGL gelost werden.

10.2 Integration durch Substitution

Ubergang zu neuen Variablen bzw. herabsetzen der Ordnung einer DGL.

10.2.1 Subtitutionen

Form der DGL
o Yy :y / _
) [eTove

y' = flaz + by +¢)

Substitution

P )~y

u=ar+by+c=u(x)=a+bf(u)

V' =22 f(ey) w=ry = () = - (ut ()
vy' =f (y;) u= y; = u'(x) = L(u;, —
Y+ 2 = @) f (@) w=ay = (2) = (vp(e)f (u)

10.2.2 Die Bernoulli-Differentialgleichung
y' = a(x)y + b(x)y”
Subtitution: u(z) = y(z)* ™" — ' = (1 —n) -y~ ./ und iibergang zu:
v+ (1 —n)a(z)u = (1 —n)b(x)

Man bestimmt die allg. Losung v = u(z) der DGL und macht die Substiution
riickgéngig: y(z) = u(x)l%



10.3 Die Laplace-Transformation

Regel F(s) (@)
Def. / et f(t)dt, s€ C f(®)
0
Linearitét aF(s) +bG(s), a,beR af(t) + bg(t)
t
Faltung F(s)-G(s) f*xg:= / f&—71)g(r)dr
0
Ableitung | s"F(s) — s leg — s —eny f(”)(t)
F'(s) —t f(t)
t
Integration 1F(s) / f(r)dr
0
/ F(x)dx 1f(t)
Verschieb. F(s+a) e " f(t)
10.3.1 Ausgewihlte Transformationen
n,a € N
F(s) f(t) FSS) ft)
e % o(t —a) T . sin(at)
1 g1 ]
o = o cos(at)
1 gn—1,-at 1 1 .
m (n=1)! s2 —a? a sinh(at)
1 e—at _ bt S
h(at
(s+a)(s+Db) b—a s2—a? cosh{at)
1 1 1 1
(1 —at - Z(1 = .
s(s+a) a (1=e™) s(s?+a?) | a (1= cos(at))
s _ 1 at — sin(at)
1— at
(s +a)? (1—at)e s2(s%2 4 a?) a3

10.4 DGL-Systeme

Losungverfahren fiir x = Ax + b(t), A € R"*" {iber die Eigenwerte. Al-
ternativ kann auch Laplace-Trafo verwendet werden, falls die Anfangswerte
bekannt sind oder schon anfangs in die Rechnung mit eingehen diirfen.

Losung des homogenen DGL-Systems:

1. Eigenwerte berechnen:
det(A—AE)=0

2. Eigen- und Hauptvektoren (vy,...,v,) von A bestimmen.

3. Fundamentallssungen x;(t) = e*v; berechnen und als Fundamentalma-
trix X (t) = (x1(t),...,X,(t)) zusammenfassen.
Allgemeine komplexe Losungs ist:

X(t) = X(t)c = CleAltvla HR Cne)\ntvn

4. Allgemeine reelle Losungsbasis: Ist x(¢) Losung zu A ¢ R, so sind
Re{x(t)} und Im{x(t)} Basislosungen zu A.
Losung des inhomogenen DGL-Systems:

1. Eine patikulédre Losung des inhomogegen Systems nach einer der folgen-
den Methoden ermitteln:
Ansatz ”vom Typ der rechten Seite”, Laplace-Trafo, Variation der Kon-
stanten oder nach der Eliminationsmethode.

Hier ein Rechenchema nach der Methode der Variation der Konstanden:

(a) Ansatz x,(t) = X(t)c(t) (reelle Losungsbasis mit neuen Konstan-
ten ¢ multiplizieren und mit b(t) gleichsetzen).

(b) X(t) in Dreiecksgestalt umformen und sukzessive ("von unten”)
l6sen. Konstanten ¢ der patikuldren Losung iiber integration von ¢
bestimmen und in x,(t) = X (t)c(t) einsetzen.

2. Partikulare Losung zur allg. Losung zusammensetzen:

x(t) = X(t)c +x,(t), c € R"

3. AWP x(tg) = xo. Vektor ¢ = X (to) ™" (xo — bfz,(to)) aurechnen.



10.4.1 Die Matrix-Exponentialfunktion und Resolvente

Es gilt: (e4)™! =e™4, Letd = Aet4 = 1A,

Damit besitzt das homogene lineare DGL-System x = Ax die vollstindige
allg. Losung: x(t) = et“c.

Die Resolvente zu A ist definiert als: R(s) := (sE, — A)~! und wird zur

Losung von DGL-Systemen im Laplace- Bereich verwendet. Aus der Resol-

vente ergibt sich durch Laplace-Riicktrafo die Exponentialfunktion ef4.

Beispiel: L{x=Ax+c}: (sFE, —A)-F(s)=co+c

10.5 Lineare inhomogene DGLn n-ter Ordnung
mit der Form: L[y] = a,y™ 4 ap_1y™Y + -+ 4 agy = b(x)

1. Fundamentalsystem der homogenen DGL (b = 0) bestimmen. Dies kann
auf mehreren Arten geschehen:

(a) Uber Uberfithrung in das dquivalente DGL-System und lésen ent-
sprechend (10.4).

(b) Uber Laplace-Trafo, falls die Anfangswerte bekannt sind.

(c) Uber Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms
P()). Fiir jede k-fache Nullstelle wird e*?, ... k¥ ~1eA? als Losungs-
basis genommen. Fiir jedes Paar k-facher konjugiert Komplexer
Nullstellen (o = Re{A}, [ = Im{A} # 0) erhilt man jeweils

2 1e®® cos Bz und zF~Te™® sin Bz

2. Partikuldre Losung der inhomogenen DGL bestimmen durch variation
der Konstanten oder spezielle Ansétze. Hier eine (kleine) Auswahl an
Ansétzen fur die Storfunktion b(z) ohne Komplexifizierung:

b(z) = Po(z) = yp(2) = Qn(2),b # 0,yp(x) = 2"Qn(x),b=0,a #0
b(z) = Asin(ax)+ B cos(azx) = y,(x) = C sin(ax)+Cs cos(ax) = ae™®
b(x) = e = y,(x) = 2F Ae®®, mit der k-fachen Lésung @ der char. Gl
Beispiele:

b(z) = e 2" +we ", mit k =2 = y,(z) =2 (Ae 2" + Bre ?*)

b(z) = 2™e T sin(x) = 27T = gy = x(ag + - + apa™)el "IV

10.6 Stabilitat
10.6.1 Von Autonomen Systemen
Stabilitdt von x = v(x), x € R"
1. Alle Gleichgewichtslagen a von v = 0 bestimmen.
2. Die Jacobi-Matrix J,(x) berechnen.
3. Fiir jedes a Eigenverte A\, von A := J,(x) berechnen.
(a) Re{A\x} < 0,Vk = a asymptotisch stabil.

(b) Re{A\x} > 0, fiir min. ein k = a instabil.

(c) 1. Fall. v(z) = Ax+ b (linear): Re{\;} < 0,Vk und zu jedem
Eigenwert A mit Re{A;} = 0 und Vielfachheit [ ist Rang(A—A\FE) =
n — | = a stabil.

2. Fall. Fiir andere Systeme keine weitere Aussage.

10.6.2 Routh-Hurwitz-Kriterium
PN =ap A" +apn N day+ag=0

Ein Polynom P(\) ist stabil, wenn alle seine Nullstellen negativen Realteil
besitzen < ein Polynom n-ter Ordnung ist dann stabil, wenn alle Koeffizieten
der charakteristischen Gleichung und die folgenden n Determinanten Werte
grosser Null haben:

al as 0
a; as ap a2 0

a1 >0, Dy = G0 G > 0, , Dy, = 0 a 0 >0
0 an,

Ausgerechnet ergibt dies folgende Bedingungen fiir ein System bis zur 4-ten
Ordnung: a; >0 A ay-as —ag-a3 >0 A ajasas — aga?,) — a%a4 > 0.



11 Sonstiges
11.1 Quadratische Gleichungen

2 +pr+q=0

P P\?2
SNCE
Ty 2 4

11.2 Kubische Gleichungen

3 2 =23 3
z>+arx"+br+c=0—>2"4+pz+q

SR R AR ORE]

11.3 Umformung einer Funktion in Matrixschreibweise

flx,y,2) = a-2°+b-y*+c- 22 +2d-wy+2e-22+2f-yz+g-x+h-y+i-

2’ A z+a’ z+ag

a d e\ [z

e f ¢) \z

11.4 Partialbruchzerlegung

Ansitze zur Koeflizientenbestimmung bei Partialbriichen, es seien R(z), Q(x)
reelle Polynome mit Grad R < Grad @. Losung iiber Koeffizientenvergleich.

R(I) _ R1 T R2 bt
Q(z) r—r  (z—r)

(x2—|—2az+b)+ “+(ﬂc2+2ax+b)m

(xyz)dbf y—l—(ghi)

(—m)"

Az + By Anz + Bp,

11.5 Bestimmung eines Potentials

1.

Ansatz: f, = vi, fy = v2, f» = vs. G muss einfach zusammenhéngend
sein! Weitere Bedingung: rot(v) = 0.

. Durch unbestimmte Integration nach x bei konstantem y und z f, = vy

16sen:

fla,y,2) = / or(z, 9, 2) d + ey, 2)

. Die eben ermittelte Stammfunktion f nach y partiell ableiten und durch

gleichsetzen mit f, = vs ¢’(x,y) bestimmen:

0
a—y/v1<x,y,z>dx+c(y,z> = fy =

Falls hier noch x auftritt, so ist rot(v) # 0 und es existiert kein Potentiall

. Durch unbestimmte Integration nach y c¢(y, z) aus ¢,(y, z) = h(y, z) be-

stimmen:

e(y,2) = / h(y,2) +d(2)

und in die oben ermittelte Stammfunktion eintragen:

z+1 f(z,y,2) z/vl(x,y,z)dz+/h(y,z) +d(z)

. Durch partielle Differentiation von f nach z und durch gleichsetzen mit

f» = vs d'(z) bestimmen. Falls hier noch y auftritt, so ist rot(v) # 0!

. d(z) durch unbestimmte Integration nach z bestimmen und oben eintra-

gen, fertig!



